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CONVECTION DE LA CHALEUR EN RtiGIME LAMINAIRE 

DANS LE CAS D’UN GRADIENT DE PRESSION ET D’UNE 

TEMPGRATURE DE PAR01 QUELCONQUES, LE FLUIDE 

~TANT A PROPR~TF% PHYSIQUES CONSTANTES 

B. LE FUR 

Sorbonne, Paris, France 

(ReckLed 12 October 1959) 

R&stun&-L’integration par approximations successives des equations de la couche limite laminaire 
permet de calculer dans le cas dun gradient de pression quelconque les coefficients de frottement et 

de convection, la temperature effective et le facteur thermique parietal de frottement. 

Abstract-Integration by successive approximations of the laminar boundary layer equations enables 
one to calculate, for any pressure gradient, the friction and convection coefficients, the effective tem- 

perature and the recovery factor. 

Zusammenfassung-Die Gleichungen der laminaren Grenzschicht werden durch schrittweise Verbes- 
serung integriert. Man kann dadurch fiir beliebige Druckgradienten die Koeffizienten der Reibung und 

Warmetibertragung, die effektive Temperatur und den Riickgewinnfaktor berechnen. 

Abstract-~pHseAeubr pt’ILEHW3 ypaBHeHIIfi IIepeHOCa AJIH JlaMItHapHOrO IlOrpaHH~HOlY, 

CJIOE MeTOAOM IlOCJle~OBaTeJlbHbIX npu6nmrieumti. kYMCJEHb1 KO%$@Lf~IieHTbI TpeHICH, 

x = 

Y = 

u = 

t; = 

$ L 
CL z 

Y = 

i-D = 

h = 

NOTATIONS UTILISfiES Pr = nombre de Prandtl ; 

abscisse curviligne le long de la r = facteur thermique parietal de frotte- 
paroi, ment ; 
ordonnee prise perpendiculairement r, = facteur thermique parietal de con- 
A la paroi; vection local ; 
composante longitudinale de la vitesse; 7, = facteur thermique parietal de con- 
composante transversale de la vitesse; vection moyen ; 
temperature absolue ; a = coefficient de convection local ; 
masse volumique; am. = coefficient de convection moyen; 
fonction de courant ; R, = nombre de Reynolds rapport6 a x; 
viscosite; G = coefficient de frottement local ; 
viscositt cintmatique; N, = nombre de Nusselt local rapport6 A x; 
tension de frottement a la paroi; N - nombre de Nusselt moyen rapport6 ;zwl - 
coefficient de conductibilite thermique; a x. 

c, = chaleur specifique a pression con- 
stante ; Indices inferieurs 

@B = densite de flux de chaleur a la paroi ; e = tcoulement exttrieur a la couche 
@m. = densite moyenne de flux de chaleur ; limite ; 
er = temperature de frottement ; P = conditions h la paroi; 
0 fn = temperature moyenne de frottement ; = conditions au point d’arrCt; 
e eir = temperature effective locale; f, = fonction de depart; 
e- eff = temperature effective moyenne ; 1 = premiere approximation. 
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INTRODUCTION 

Nous nous placerons dans le cas de la couche 
limite laminaire sur un obstacle bidimensionnel. 
Nous supposerons en outre que la vitesse ex- 
terieure U, et la difference entre la temperature 
de la paroi 0, et la temperature exterieure 8, sont 
faibles, afin que la viscosite p, la masse volumique 
p, la conductibilite thermique h et la chaleur 
specifique a pression constante C, du tluide 
puissent etre considertes comme constantes. 

Nous introduirons ici un processus d’integra- 
tion par iteration des equations de l’impulsio~ 
et de l’energie mises sous la forme de von Mises 
[I]. Nous considererons le cas general dans lequel 
les repartitions de vitesses u,(x) et de tempira- 
tures B,(x) sont quelconques. 

Dans cet article nous n’etudierons que la 
premiere approximation. 

1. TRANSFORMATION DE VON MISES 

1.1. Equations de Prandtf 
Les equations qui regissent la 

temperature ont CtC donnees par 
la forme suivante: 

au a.?? 
a?rfay=O 

vitesse et la 
Prandtl sous 

(1) 

au au I ap p aau 
u-fv-=---+--., 

ay P ax P ay (2) 

ap 0 aj = 

D’aprbs Equation (3), nous aurons: 

8~ dp, _=- 
ax dx 

Dautre part, la temperature totale & = 
19, + zQ2C, &ant constante dans l’ecoulement 
exterieur a la couche limite: 

Les equations (2) et (4) deviennent alors: 

aU aU du a2U 
u---+v-=u,--e+Y- 

ax ay dx ap 
(5) 

ae ae do, x a28 
u ax + v - = u TX + _____ l --.z + 

aY PC~ aY 

Nous prendrons comme origine des x le point 
d’arr& et nous nous limiterons au cas de l’ecoule- 
ment sur l’extrados de l’obstacle pour lequel 
x > 0, &ant bien entendu que l’ecoulement sur 
l’intrados se traitera de la meme fa9on apres 
avoir change l’abscisse curviligne x de signe. 
Les fonctions U(X, y), V(X, y) et B(x, y) d&rues 
dans le quadrant x > 0 et y > 0 obeiront aux 
conditions aux limites suivantes : 

lim. U(X, y) = 0 
Y+o 

lim. v(x, y) = 0 
Y-+0 ] (7) 

lim. 0(x, y) = e,(x) 
Y-r0 J 

lim. u(x, y) = u,(x) 
Y-m 

lim. B(x, y) = @,(A-) 1 
@) 

y--t= J 

1.2. Equations de von Mises 
Von Mises a imagine d’utiliser comme vari- 

ables independantes l’abscisse x et la fonction 
de courant $ definie par les relations: 

1 a* 
UC-- et 2)=--- 

P aY 
; ;; (9) 

La relation de Bernoulli nous donne: 

&e k 

et telle que $J = 0 lorsque y = 0. L’equation (1) 
est alors automatiquement satisfaite. 

Nous aurons une co~espondance biunivoque 
entre le quadrant x > 0 et $ T=- 0 et fe quadrant -= 

dx -P% J& 
x > 0 et y > 0 si u est toujours positif. 
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Le changement de variables de von Mises avec les conditions aux limites: 
per-met de remplacer les dCrivCes particulaires 
@/ax) + z@&) des equations (2) et (4) par lim. T(x, I/J) = 0 

des d&iv& partielles, puisque $ est constant 
X-+0 

sur une ligne de courant. 
lim. T(x, #) = B,(x) - e,(x) 

GY T(x, $) = 0 

I (15) 

En effet, now avons entre les operateurs de 
derivation partielle, les relations : s+a J 

(iii), = (k), - pv (igE 

Une fois que les equations (12) et (14) auront 
&tC rtsolues avec les conditions aux limites (13) 
et (15), u et 0 seront des fonctions parametriques 

et ($). = PU (4). 

de l’ordonnee y, le parametre Ctant la fonction 
de courant #. 

En effet, l’on aura: 

Les equations (5) et (6) deviennent en sous- 
entendant les indices x et #: 

au du, 
u--uu,---_pu-- ax dx 2. EQUATION DIFFERE~LLE 

DE L’IMPULSION 
ae de, PPU a uax-udx-pr~ 

oil Pr = &,/A est le nombre de Prandtl. 

1.3. Equations en Z(x, 4) et en T(x, #) 
Prenons comme variables dtpendantes : 

ax, $1 = u: (4 - u2(x, $1 

et w, rlr) = 0(x, +) - e,(x) 

L’equation (10) devient 

az a22 ----puw=o ax 

avec les conditions aux limites: 

lim. Z(x, 4) = 0 
x-0 

lim. Z(x, I/) = u:(x) 

iiZYZ(x, $) = 0 
4-m I 

2.1. Premihe approximation 
Pour resoudre l’equation (12) nous utiliserons 

le processus d’iteration suivant, oh l’indice i 
(11) varie de 0 A l’infini: 

azi +1 ax +1 
__- 

ax pP”O a*2 = PPOG - uo) jqp a2zi (17) 

en prenant comme fonction de depart : 

premier terme du developpement en serie de 
UlcG $1. 

7D1 est la tension de frottement 

(12) 
~(y,=;_y($)D 

obtenue en i&grant l’equation a laquelle 
satisfait la premiere approximation Z,(x, 4). 

Les conditions aux limites seront : 

(13) 
lim. Zi(x, $) = 0; lim. ZJx, #) = u:(x) ; 
X-+0 *-0 

lim. & (x, #) = 0 (19) 
*+m 

La premiere approximation est done solution 
L’equation (11) devient, si on la divise par u: de l’equation: 

---. - (20) 
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Les conditions aux limites (25) deviennent : 

(19) 
lim. .FU,(p, z) = c(p); lim. za18Ul(p, z) = 0 
Z-F0 e+m 

(28) 

avec les conditions aux limites (19). La solution de l’equation (27) avec les con- 
Lighthill [2] a resolu cette equation en faisant ditions (28) sera done: 

le changement de variable : 

t = 1 ’ (2~p~J’~ dx 

u,(p, z) = 2-213 - 3 1/Z q/3)5(P)&,,(z)9 7r 
(22) (29) 

JO 

On obtient l’tquation suivante : 

az1 a2zl 
_ - P2 m = O at (23) 

Comme la fonction Z(t, #) n’est definie que 
lorsque t > 0, on utilisera le calcul symbolique. 

Soit &(p, #) l’image de la fonction Zl(t, 4) 
dans la transformation de Carson: 

Z&J, $) = P lre-“‘Z&9 #)dt 

l’equation (23) devient, en tenant compte de la 
premiere condition du systtme (19): 

a24 p<* - *l’* x-- = 0 (24) 

avec les conditions aux limites: 

lim. &(A 9) = 5(p); h. G(P, 4) = 0 (25) 
(1-O *+a, 

C(p) &ant l’image de la fonction u;(t). 
Faisons le changement de variables : 

z = gplJ2 IyQ 

up, 4 = 2-2’3zl (P, #) I- 
(26) 

on aura : 

#l/2 = fj2';-ligZ219 

p2/3 z-1/3 ;_ 

&(z) = &n [L(z) - t&)1 J 
&ant la fonction de Bessel modifiee de seconde 
espkce. On a done: 

UP9 #) = 

22’;~‘3)p1’3[(p) #“2&,9 [+ p1’2 #“‘4] (30) 

2.2. Tension de frottement ci la paroi 
Le developpement limit6 de Zl(t, 1cr> au voi- 

sinage de # = 0 est: 

791(t) 
Z#. #) = u;(t) - 2 -&- 4 + 0 (9”‘“) (31) 

En prenant les images terme a terme, on obtien- 
dra le developpement limit6 de &(p, #) au 
voisinage de 4 = 0: 

avec 

ql;(p, 3) = C(P) - 2h(~)+ + O(v) (32) 

791(t) 
UP) c ptL 

Le developpement 1imitC de &@, z) en 
puissances de z2J3 est 

&(p, z) = [@) - 2-5’3 34’3 p-2’3 &(p)t”” + 

+ 0(z2) (33) 

Le developpement en serie de puissances de 
z213 de l’expression (30) est: 

&(p, z) = 2-2’3r(l/3)~(p)z2’3 

m 

c 

(42) 
2/3+2r 

- r! r(5/3 + r) 
r=O t 

L’tquation (24) devient 
pz218 et change de signe: 

* 
apres avoir divisC par Egalons les termes en 24’3 dans (33) et (34), on 

obtiendra : 

+ G2 
> 

VI = 0 (27) 
W/3) 

51(P) = 22/331/5r(2/3) P2’3RP) (35) 
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Prenons l’original de cette relation: 

s t 
0 

(2 _ t’)-1’3T,I(t’)&’ = !@!!!@ (36) 

On voit enfin que T&X) doit &tre solution de 
l’equation integrale : 

z z 

s (1 

-113 

0 z’ 
[~,l(4l”“~Z 

1 
[T,,(X’)]3’VX 

= (w)“‘“w3)u:(~) 
~-- (37) 

2.3113 

Cette equation peut &tre rtsoiue facilement 
pour certaines fonctions u,(x), par exemple si 
u,(x) est une puissance de x. 

On peut resoudre plus aisement le probleme 
inverse, c’est a-dire determiner l’expression de 
u,(x), connaissant T&X). 

3. BQUATI~N DIFFl?RENTIELLE 

DE L’ENERGIE 

3.1. Premitre approximation 
Pour resoudre l’equation (14) nous utiliserons 

un processus d’iteration analogue A celui du 
paragraphe 2.1: 

1 

PP a - [(u. - Ui) $1 - 
Pr 8# 

Pi au, a+, 

I 

(38) 
-__ 

2c;q’Ff 

pp a(~, - 4 az, 
+ 2c,’ a* ‘qc J 

Les conditions aux limites seront : 

lim. TJx, I/) = 0; 
x-0 
lim. Ti(x, $) = e,(x) - e,(x); 

GnY T$(x, +!J) = 0 (39) 
S-m 

La premiere approximation sera done solution 
de l’equation : 

PP 

Pr 
a 
a+ 

aT1 _ -I-- a* 

ou 

aT, (2~spT,1)1~2 a 
ax 

__--_.G *ti2s4 = 

Pr ( 1 

(2cLP7%11Y2 $_‘/” 3 _ _~__ 

4C, 
a* (41) 

avec les conditions aux limites (39). 
Lighthill [2] a resolu l’equation sans second 

membre, nous allons traiter maintenant le cas 
general pour lequel l’echauffement dti au 
frottement n’est plus negligeable. 

Faisons le changement de variable (22), on 
aura : 

Soit T.(p, 4) l’image de la fonction T,(t, #), 
l’equation (42) devient en tenant compte de la 
premiere condition du systbme (39): 

(43) 
avec les conditions aux limites suivantes: 

lim. TI(p, 4) = S(p); lim. ?;(p, 4) = 0 (44) 
*,-to $L-m 

6(p) Ctant l’image de la fonction O,(t) - O,(t). 
Faisons le changement de variables : 

s = Pr1/2z = z (pPr)1f2#3/4 7 

Vl(P, s) = s-1’3 UP, $4 1 

(45) 

On aura: 

L’tquation (44) devient apres avoir divise par 
p.9’3 et change de signe: 

av, as2- + 5.2 - 

avec 

Pr112 
fh(Pv 4 = 3c, __ s-4’3 ; [22’S Lqp, z)] 
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Remplacons U,(p, z) par son expression (29) 
et utilisons les relations de recurrence des 
fonctions de Bessel modifiees de seconde espece: 

(47) 
Les conditions aux limites auxquelles devra 

obtir V,(p, s) seront: 

Km. s113 V&, s) = S(p) ; lim. $I3 V,(p, s) = 0 (48) 
S--t0 s-+m 

Nous utiliserons la methode de variation des 
constantes pour integrer l’equation (46). L’in- 
tegrale generale est done de la forme: 

WA 4 = b:(p) + $ 
s 

w 

a sfh(P, M,,W~ 
0 i 

La premiere condition du systbme (48) nous 
impose : 

b;(p) = 2-““r(2/3)S(p) (51) 

Pour pouvoir satisfaire A la deuxieme con- 
dition du systbme (48), il faut, d’apres les devel- 
oppements asymptotiques de Z_,,,(s) et de 
&,3(& que : 

lim. B;(p, s) + lim. B:(p, s) = 0 
s+m s-+* 

done 

b:(p) = - 2-““F(2/3)S(p) - 

- IMP, 4~1,3W~ (52) J 0 

avec : 
J 
m sH,@, 4&,3(-4~~ = 

0 

21’31’( l/3) 
- 

31f‘%r 
prl/a 5(p) x 

2C, 
(53) 

J 
m x s"3K~,3(.sPr-"3K~,3(s)ds 
0 : 

Cette dernibre inttgrale est de la forme: 

qui existe lorsque p + v < X + 1; elle s’exprime 
a l’aide d’une fonction hypergeometrique : 

z(a, 8) = G($:$ zF, 
IfA-_CL--Y 

2 ’ 

l+h+P-Y 
2 

; l+h; 1 - 5 (54) 

avec 

G(h, CL, v) = 2,‘-2 x 

x [Wl + h -p - w4 x 1 x w + h + v -/WI x 1 

J 

( 
x ml + hi-r-l + WI x 
x r [(l + h +p-- Wl]W + 4 

55) 

Dans notre cas A = ), TV = v = 4. 

Si nous posons a = Pr-lia et fi = 1. 

J 
m 

~H,(P, W,,,(W= 
0 

_ 2-1/3r(2/3)Pr3/3 '0 X (56) 
2C, 

x 2Fl(h $; $; 1 - Pr) J 
Si nous posons a = 1 et /3 = Pr-li2 

- 2-1/3T(2/3)Pr1/3 $f (57) 

Pr -“1 
x24 4,s; iiPr 

Nous aurons enfin: 

b:(p) = - 2-‘13(T2/3) [6(p) - r(Pr) $)] (58) 

oti r(Pr) est une fonction du nombre de Prandtl 
qui est don&e par: 

r(Pr) = Pr2132Fl(&, 3; $; 1 - Pr) (59) 



74 I). LE FUR 

la strie &ant convergente lorsque 0 < Fr < 2; Le developpement limite de &(p, S) en puis- 
ou par: sances de P3 sera: 

r(Pr) = Pr1/32FI 
( 

4, 8; Q; P$) (60) Tl(p, s) =3e,s Przis 

S(P) - 2E C, . - ~-“~~~(p)s~‘~ + O(S*‘~) (64) 
la serie &ant convergente lorsque 4 < Pr < co. 

La solution de l’bquation (44) avec les con- 
ditions (45) sera done: 

Le coefficient de .s2/3 dans le d~veloppement 
en serie de puissances de s2j9 de l’expression (61) 

r -l de I&P, S) est: 

?;(P, 4) = 2-1’3w3)s(p) + 

2113 

+3 P(l/3)Pr116 

Fm; s-2’3K(P, s) - WI = 21,q$3) 

Egalons-le au coefficient co~espond~t du 
I 

x KI,3(uPr-1/z) I,,,(u)du s”31_I,3(s) - / 
i 

developpement (64) en remplaqant b:(p) par son 
expression (58) : 

- J2-lj321(2/3) S(p) - r(Pr) x g 
1 [ 1 + t 

(61) 

XI(P) = C, 
31’321’6P(2/3) 

pi3 5(P) s 

f 

W3) 
Pr-2/3p1/3 x 

-+ 3 P( 1/3)Pr1’g 2c, gu1/3 X 
x 

5(P) 
S(P) - P(Pr) 2~, (65) 

1~: K1j3(uPr-1/2)Z_1,3(u)du s1/3Z,,3(s) ’ 
J 

Lorsque la paroi est thermiquement isolCe, 
QPl = 0 et done x1(p) = 0. D’apres (65) il faut 

avec que : 
s = ~(pFr)1/z~3J~ 

3.2. Densite de f?ux de chaleur h la paroi et 
facteur thermique parietal de frottement 

Le developpement limitt de T,(t, #) au 
voisinage de 4 = 0 est: 

112 
Pi2 + O(#) (62) 

@, = -~(~~~/~y)~ &ant la densite de flux de 
chaleur B la paroi dans le cas de la premiere 
approximation. 

Le developpement limite de ;T,(p, $I) au 

5(P) 
S(p) = r(Pr) 2c, 

En prenant l’original de cette relation, on 
trouve que la temperature 8, de la paroi est: 

On voit done que le facteur thermique parietal 
de frottement Y = [2C& - 8,)]/u; est egal 
a la fonction r(Pr) introduite dans le paragraphe 
3.1, dont now redonnerons les expressions: 

r = Pr2’32FI(& f ; 4 ; 1 - Pr) 

lorsque 0 < Pr < 2, et 

(67) 

voisinage de 4 = 0 sera done: 

( 

Pr - 1 
r=Pr1’3,F, &,f;g;T (68) 

2W+ 
7-,(p, #I = S(P) - - C xAPW’~ + o(#) (63) 

9 
,orsqi;le + < pr < oo 

avec On remarquera que dans le cadre de la 

%&) 
premiere approximation etuditk ici, le fucteur 

XI(P) C -- 
thermique parietal de frottement est independant 

rw ~&1”‘” du gradient de pression. 
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Dans le cas de la plaque plane, Pohlhausen 
[3] a obtenu l’expression suivante du facteur 
thermique pa&al de frottement : 

la fonction A?) &ant solution de I’tquation de 
Bfasius : 

.y+y=o (70) 

avec 4 = ~foW(2 VU,X) et 7 = J~/(u~/~vx). 
Nous avons port6 sur le Tableau 1 les valeurs 

de r obtenues a l’aide des formules (67) et (68) 
pour differentes valeurs de Pr ainsi que les 
valeurs exactes donnees par l’expression (69). 

On voit que les valeurs don&s par la formule 
(67) sont extrgmement voisines des rkultats 
exacts. 

Lorsque Pr = 1, les d&&es premi&re, seconde 
et troisieme de l’expression (67) sont Cgales 
respectivement a *, -Q et +. L’expression empi- 
rique Prlf2 utilisk generalement a ses trois 
premieres d&iv&es egales respectivement a 4, 
-) et if, ce qui explique qu’elle soit voisme 
des valeurs exactes lorsque Pr n’est pas trop 
different de 1. 

Lorsque Pr tend vers 0, l’expression (67) est 
Cquivalente a : 

W/3) 
2n1/3 

PrzJ3 = I,7666 Przi3 (70 

Lorsque Pr tend vers l’infini, l’expression (68) 
est equivalente 9: 

rYV3) 
2~43 

PF’ = l,7666 PF (72) 

Sur la Fig. I, nous avons Porte log r en fonction 
de log Pr. 

f%G. 1. 
0 Pohlhausen 

Si l’on prend l’original de la relation (65) en 
tenant compte de (66), on aura: 

31/821/6 
%1(t) = c, T(l,3 -(pp)1’aPr-2’s [7nl(t)]1’Z x 

I (73) 

x s t (f - ty-x’3d [es(f) - e,(t)] J 
La densid’de flux de chaleur a la paroi est 

donnee par une integrale de Stieltjes: 
31/s 

@~1(x)=G~(l,3) -(pp)1~8Pr-a~s [T,l(x)]l’e x 

2 + 

US 1 

-113 

r 

(74) 
X ~,r7,*ol”z~z 4w4 - e,w)l 

0 

La densite moyenne de flux de chaleur prise 
de 0 a x est par d~~ition: 

G&(x) = 5 
s 

a Gp,(x)dx 
0 

d'Oti 

s t I = 

@do 
o[&pTpl(q/2 df ' pap 

a3 (75) 

Tableau 1 

Pr 

Pohlhausen 

Premibe approximation 

p+/a 

- 
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On a done: On definira un facteur thermique parittal 
local de convection : 

). = 2c Cff - Oe) e n 
u,” 

(81) 

x 
J 

(t - t’)2’3d[0,(t’) - $(t’)] (76) On remarquera que lorsque Pr = 1, on a 
0 toujours &rr = 0, et rc = 1 et que, lorsque U, 

La densite moyenne de flux de chaleur est 
donnte aussi par une integrale de Stieltjes: 

est uniforme, on a 0eff = Br et r, = r. Le coeffi- 
cient de convection local sera par definition: 

34’3(cL P) 
l/3 pr-213 1 

@n&4 = G m37 * --y x 

I (77) 

X - 4(x?l / 
J 

3.3. Tempkrature eflective locale et coeficient de 
convection local 

Lorsque la temperature 0, est uniforme et 
lorsque la distribution de vitesse u,(x) est 
quelconque, la formule (74) nous montre qu’il 
n’y a aucune raison pour que CDpl s’annule en 
un point oti la temperature de frottement 0, est 
Cgale a e,, puisque la fonction Dpl(x) depend de 
l’histoire de la couche limite. En effet, la formule 
(73) devient : 

___ (pp)1/2Pr-2’3[7D1(t)]1’2 x ’ 

(82) 

3.4. Tempkrature efective moyenne et coejicient 
moyen de convection 

On peut Cgalement definir une temperature 
effective moyenne e,7tx) telle que aml(x) 
s’annule lorsqu’on fait varier e,. On aura 
d’aprbs (76) : 

r-l 
t eat) = 4 + 2c, t-213 J (t - t’)“‘“d[u:(t’)] (83) o 

d’oti 
-z/3 

ez(x) = 8, 

r-l z 

i- [J [TDl(z)]‘/“dz 1 
7 

2~, o x i 

X J z z 213 (84) 

, 
0 
U b&>l”“dz d[u:(x’)] 

1 

32 
J 

x ‘(f$ - et)t-1’3 + (1 - r) x 
i i 

(78) 
On definira de mCme un facteur thermique 

parietal moyen de convection : 

x J t (t - t’)-““d[u:(t’)] 
0 1 J 

r _ 2c (5 - et4 
e 9 u: (85) 

Pour pouvoir definir un coefficient de con- 
vection local, nous allons introduire une tem- Le coefficient de convection moyen sera done : 

pkature effective locale e,tt(x) telle que CDpl CD 
s’annule en un point d’abscisse x, lorsqu’on a -~ 
fait varier e9. On aura done: 

* - ep -T&y W) 

r-l 
~ F3 &f,(f) = 4 + 2cD 

s 
1 (t - t’)-“3d[u;(t’)] 3.5. Comparaison avec la mkthode de Lighthill 

Lighthill dans son memoire deja cite [2] a 
(79) suppose que dans l’equation de l’energie (6) 

d’oti : 
le terme u(dO,/dx) dfi au gradient de pression et 
le terme h(N3/~yz)/pC, dQ au frottement Ctaient 

eeff(x) = 4 + -2cg r--l [ J’ [T,,(z)]1’2dz] u3 x \ 
negligeables et ne s’est done interesse qu’a 

o 1’Cquation : 
J; (J:, b&N1~2dz)1’3 WW 1 

630) 
X 

o 
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avec les conditions aux limites : 

lim. 0(x, 4) = 0; lim. 19(x, 4) = e,(x); 
X-+0 !b+O 

lim. 0(x, #) = Bt 
++m 

Pour resoudre cette equation, cet auteur a 
remplace u par le premier terme du developpe- 
ment en puissances de #‘J” de la solution exacte 
u(x, $) de l’equation (10). 

11 obtient alors une expression de ap analogue 
a la relation (74), mais dans laquelle o9 - 6, est 
remplacte par 0, - et, et 7D1 par la valeur exacte 
7D de la tension de frottement a la paroi. 

L’hypothese de Lighthill revient a supposer 
que l’epaisseur A (Fig. 2) de la couche limite 
thermique est beaucoup plus faible que l’epais- 
seur 6 de la couche limite dynamique; elle ne se 
justifie done que pour des nombres de Prandtl 
PIeuPs. 

FIG. 2. 

un diMre d’angle @ attaque dans le plan 
bissecteur (Fig. 2) est de la forme 

u,(x) = cxm 

oh c est une constante et m = /I/(2 - j?). 
L’equation integrale (37) nous donne : 

~Pd-4 = 

31’4(/Lp)1’2 
c3~2 _ 27/k (m + 1)1/2[Q(m)]3/4x(3”-1)/2 (87) 

avec : 

W3)W lm + 3)/(3m + 3) > 
e(m) = 7(2/3)r((9m + 1)/(3m + 3)) 

(88) 

Le coefficient de frottement local C, = 2~,,/pui 
s’exprimera sous la forme : 

CfR’/2 = 
x 

31”(m2; 1)1’2 [ Q(m)]3l4 (89) 

oti R, = u,x/v est le nombre de Reynolds. 
On a port6 sur le Tableau 2 les valeurs de 

CfR1/2 donnees par l’expression (89) pour 
diff&entes valeurs de m, ainsi que les valeurs 
exactes calculees par Hartree [4]: 

C,R:‘2 =f”(O)d{2(m + l)} (90) 

f(~) &ant solution de l’equation: 

f”’ +fl” + /3(1 -f’2) = 0 (91) 
avec 

$= 

4. CAS PARTICULIER DES DhRES k 
Le cas de la plaque plane correspond a 

TEMPERATURE UNIFORhtE 
m =O,onaalors: 

4.1. Coeficient de frottement local 35’8 [T( l/3)]“‘” 

La vitesse exterieure U, a la couche limite sur 
CfR1f2 = X 23/2,3/4 

= 0,62340 (92) 

Tableau 2 

Premikre 
approximation 

Valuers exactes 1 

_-___ 
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La valeur exacte calculke par Howarth [5] 
est 0,66412; on a done une erreur par defaut 
de 6,1% lorsqu’on s’arrtte a la premiere ap- 
proximation. Nous avons port6 sur la Fig. 3 la 
variation de CfR:J” en fonction de p = 2m/(m + 1). 

La difference entre les valeurs approchees 
don&es par (89) et les valeurs exactes augmente 
lorsque le gradient de pression croit. La valeur 
de m pour laquelle on aurait constamment 
7 91 = 0 est plus faible que la valeur exacte 
-0,0904. 

4 I 

3- 

1 * 
a5 LO I,5 

1 /=2m/(m+ I) 

FIG. 3. 
- 0 - Hartree 

- - Premikre approximation 

4.2. Coeficient de convection local 
La temperature effective locale est don&e par 

la formule (80) qui devient : 

r-l 
h(x) = et + 2C, R(m)u: (93) 

oh: 

R(m) = r(2’3) r[(lOm + 2)/(3m + 3)] 
Wlm + 3)/(3m + 3)l t94j 

La courbe representative de la fonction R(m) Le nombre de Nusselt local N, = ax/X sera 

\ 120 

/ 

1 I 1 

0 0.5 ISJ I,5 2,O 
m 

FIG. 4. 

I- 

0,9 

0.8 

G 

0.8 

f= 

087 

W 
0.6 -- 

I I I I 

0 0.5 1 ,o I ,5 
m 

FIG. 5. 

valeurs exactes donnees sur la Fig. 2 de l’article 
de Brun [6]. 

Le coefficient de convection local est donne, 
par (74) et (82): 

a = C,(pp)11ePr-2/3 X 

X 
j314(m + 1Y2 [Q(m)Y4 c1,2x(m_l),2 (96) 

25’41’( l/3) 

a ettt port&z sur la Fig. 4. Le facteur thermique donne par la formule: 
par-i&al de convection local est constant et 
egal a: N, . R;1/2 = prl/2 33’4(m + 1)1’2 

rc = 1 + (r - l)R(m) (95) 
2”,4r(l/3) [Q<m)Y” (9’0 

On a port& sur la Fig. 5 les courbes dormant la 
Par contre la methode de Lighthill nous 

variation de rc en for&ion de m pour differentes 
dorme . 

valeurs de Pr. On voit que la premiere approxi- 
mation donne des valeurs de r. trbs voisines des N, . R;‘12 = Prlls 32’3(m + ‘)l” If”(O)]l/S (98) 2s,6r(l,3) 
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Tableau 3 

79 

m 

B 

Valenrs exactes 

Premibe 
approximation 

Lighthill 

/ 
-l/9 1 -0,0904 

--~- 
-0,25 j -0J988 

i 0,220 

O ; 0,220 

~ 0 0,262 0,339 I 0,405 0,491 0,661 1,121 1 0,519 nz’l” 

oh N, est Bgal a @#/x(0,, - 0,) puisque l’on 
ne Gent compte ni de l%chauffement dB au 
gradient de pression ni de celui dQ au frottement. 

Avec les memes hypothbses, Eckert [7] a 
obtenu la relation: 

N, . R-lJz = x 

Nous avons port6 sur le Tableau 3 les valeurs 
de N, . RgljB lorsque Pr = 1 obtenues g l’aide des 
formules (97) et (98) et les valeurs exactes 
donn&s par (99). 

Lorsque m = 0, la formule (97) devient: 

N,. R--‘/z = 

37/a 
“l” 2512 ,$I4 [ r( 1/3)13/P = 0,33165 Pr1j3, 

tandis que la formule (98) devient : 

N, . R,-“a = 

Prlf3 
32’3 [0,66412]“3 

2r(l/3) 
= 0,33872 Pr113 

Lorsque Pr = 1, Pohlhausen [3] a montrC 
que pour la plaque plane N, . R;lj2 &it t5gal ZI 
C,R:12/2 soit 0,33206. La formule (97) conduit 21 
une erreur par dkfaut de 0,l y0 tandis que la 
formule (98) conduit ZI une erreur par exc&s 
de 2%. 

Dans le cas g&&al de m # 0, la formule (97) 
difftire d’autant plus des rdsultats exacts que m 
est plus grand, mais donne toujours des valeurs 
plus voisines que la formule de Lighthill. 

Nous avons port6 sur la Fig. 6 la variation de 
N, . R,-l12 en fonction de fl lorsque Pr = 1. 

D’autre part, comme on l’a vu au paragraphe 
3.2, le facteur thermique pariCta1 de frottement 
est inddpendant de m dans le cadre de la pre- 
m&e approximation, tandis que Eckert et 
Drewitz [8] ant trouvC en integrant directement 
l’huation de l’knergie (6) que r variait avec m 
mais faiblement. 

i 
j 0 I , / 

0.5 
p&7-i) Is5 

FIG.~. Pr= 1. 
0 Eckert 

- - Premibe approximation 

4.3. Coeficient de convection moyen 
La tempkrature effective moyenne est don&e 

par la formule (84) qui devient: 

r-l _ 
‘z(x) = et + 2CD R(m)u,Z (100) 

oil: 
r{(llm + 3)/(3m + 3) > 

R(m) = W3) r((13m + 5)/(3m + 3) } = 

g R(m) (101) 
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La courbe representative de la fonction R(m) la temperature effective moyenne est obtenu 
a tte portte sur la Fig. 4. grace a (77) et a (86): 

Le facteur thermique parietal de convection 
moyen est constant et Cgal a: a - CD(pp)1/2Pr-2’3 x m - 

7, = 1 + (r - l)R(m) (102) 
33’4 [Q(m)]‘!” 

x 2]tir(iTj)F*. 1>‘” Cr’2X(n’-1)i2 (104) 

On a Porte sur la Fig. 7 les courbes donnant la 
variation de T, en fonction de m pour differentes 

On trouve done que le nombre de Nusselt 

valeurs de Pr. 
moyen N,, = cc,x/X sera don& par la formule: 

1 N 2111. R-112 = ,,-~I l N, , R,‘2 (105) 

N, . R;‘j2 Ctant obtenu par la formule (97). 

5. CONCLUSION 

La premiere approximation donne dans le cas 
de la plaque plane des expressions du coefficient 
de convection et du facteur thermique parietal 
tres voisines des resultats exacts. 

‘_ ,3 Par contre, le cas ou le gradient de pression 
n’est plus nul ntkessiterait de poursuivre l’itera- 

3 095 v 45 tion plus loin a moins que l’on ne s’interesse 
m qu’a un ordre de grandeur. 

FIG. 7. Pr = 1,l. La mtthode de calcul exposee ici permet done 
d’obtenir, dans le cas general la valeur de la 
densite de flux de chaleur avec une erreur de 

La temperature moyenne de frottement est 
par definition : 

l’ordre de 15% dans le cas le plus d&favorable. 
Je remercie M. le Professeur E. Brun pour 

J 
L r-l 242 les conseils qu’il m’a don&s au tours de cette O,dx = et + __ * e- 

2C, 2m + 1 (103) etude que j’ai effectuee sous sa direction. 
0 
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